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La demit6 d’hergie d’une onde de choc 

A Legros et J Madore 
Laboratoire de Physique Theorique, Institut Henri Poincart, 11 rue Pierre et Marie Curie, 
75231 Paris Cedex 05, France 

R q u  2 Avril 1974 

Rh”. Nous proposons une expression de la densite de I’energie de I’onde de choc 
gravitationnelle de premier ordre. 

Abstract. An expression is proposed for the energy-momentum density of a first-order 
gravitational shock wave. 

Nous calculons ici l’absorption d’une onde de choc gravitationnelle par un fluide 
visqueux. Nous trouverons que l’onde est absorbee dans un temps caracteristique q -  I 
oh q est le coefficient de viscosite. C’est a dire, nous obtenons le mCme resultat qu’avec 
l’approximation WKB (Madore 1973). 

Nous calculons ensuite la production d’entropie dQe au passage de l’onde, dans le 
cas particulier d’un espace-temps stationnaire avant le choc. En utilisant la relation 
thermodynamique dQ = T dS, nous pouvons trouver une expression de la densite de 
l’energie de l’onde de choc. 

Nous nous plaGons dans l’espace V, de la relativite generale, muni de la metrique 
g I v  de signature (+. . .). 

Le tenseur impulsion4nergie d’un fluide visqueux (Landau et Lifshitz 1959, 
Weinberg 1971, Ehlers 1971, Eckart 1940) s’ecrit : 

T,” = wupuv - P g p v  + V p v  > 

avec w l’enthalpie, p la pression et q le coefficient de viscosite. 

=,v = g ,v  - u p ”  
est le tenseur projection sur la 3 surface normale a la quadrivitesse. ggV le tenseur de 
cisaillement est defini par 

up, = -$en,, ; e = 

Les resultats obtenus sont independants des coefficients de viscosite [ et de con- 
ductivite thermal K. Nous les supposerons nuls. Cette hypothese ne restreint en rien le 
probltme mais simplifie les calculs. 

Le vecteur flot d’entropie est donne par 

Sa = nuu‘. 

n reprtsente le nombre de particules par unit6 de volume et CT l’entropie par particule. 
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Des equations de continuitk uzT$ = 0 et de l'equation de conservation du nombre 
de particules Va(nt f )  = 0, nous deduisons (voir par exemple Weinberg 1971) 

vasa = -tTcgb@. v 
2T 

Le coefficient de viscosite v verifie : 0 < q << Lw,  ou L represente la longueur carac- 
teristique de variation du tenseur g p Y .  Nous negligerons les termes de l'ordre de 

Une onde de choc gravitationnelle est une discontinuite de la derivee du tenseur 
metrique dpgzp a travers une hypersurface X. Soit 5, = a ,X  la normale a cette hyper- 
surface. 

Nous supposerons que U' et gap sont continus. Les dkrivees premieres et secondes du 
tenseur metrique sont discontinues. On demontre (Papapetrou et Treder 1962, 
Lichnerowicz 1967) qu'elles sont de la forme 

( v / W 2 .  

avec y p v  et h,, les tenseurs de discontinuite de premier et de deuxieme ordre, definis sur 
E. Nous supposons que ypv  sont petites et nous negligeons les termes quadratiques en 
y p v  . Toutes les autres discontinuitks se calculent a partir de (1) .  

Nous partons des equations d'Einstein 

G,, = - T  PV ' 

et des equations de conservation 

V,T" = 0, Va(nuZ) = 0. (3) 

Ces equations sont valables de chaque cGte du choc. Donc 

[Gpvl = - [T,J 
[ V Z T @ ]  = 0, [V,(nu")] = 0. 

(4) et ( 5 )  constituent le systeme fondamental d'equations des chocs (Lichnerowicz 1967). 
Deux sortes d'ondes verifient ce systkme : les ondes sonores et les ondes gravitationnelles. 
Ce sont ces dernieres qui nous interessent ici. 

T, est discontinu, donc sa dCrivee doit Ctre prise au sens des distributions (Lichnero- 
wicz 1967) 

V f  T" = S,ta[ T@] + V aTup.  

Le terme de droite doit &re nul. Donc 

t , [T@]  = 0. (6) 
Dans le tenseur d'Einstein G p v ,  il apparait des derivees secondes de la metrique. 

L'tquation (4) doit aussi Etre prise au sens des distributions. Posons 
$ = y  -1 pv pv 2 y g p v 9  

avec y = y;. Donc 
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Supposons 

t 2  = 0. (8) 

En effet quand t2 # 0, en se plaGant dans un systeme de coordonnke convenable, la 
discontinuite $,, s’annule. Par example, en coordonntes harmoniques : 

r;,g”v = 0. (9) 

La discontinuite de (9) montre que t@$,, = 0. De (7) on deduit donc que tjpv = 0. I1 
n’y a plus d’onde gravitationnelle. Nous avons peut ttre dans ce cas des ondes sonores 
provenant de la discontimite des autres quantites. 

De (7) et (8) on dkduit 

= 0. (10) 

Pour calculer l’absorption de l’onde par le fluide, nous resolvons les tquations (4) 

Calculons d’abord [T,,] avec l’aide de (6) et de l’tquation ( 5 )  dans le cas adiabatique, 
et (5). 

en utilisant (8) et (10) nous obtenons : 

Nous pouvons fixer le choix de la jauge en posant $,,,,;, = 0. 
La discontinuite du tenseur d’Einstein G,, est donnee par 

[Gpvl = -+5(,5‘Hv)s + rOLVaYpv + $VarOLYpv. 

Nous avons ici neglige des termes quadratiques en yrv et nous avons pose 

H, = h,  -ihg,, h = hz. 

h, est le tenseur de discontinuitt du deuxieme ordre de gap defini par ( lb) .  

(12) 
Nous pouvons considerer que H, et yap sont independants. Donc nous obtenons de 

H,tP = 0 

et l’tquation (V/dr YV,) 

Pour Yd. 

obtenons une equation d’absorption (Madore 1973) 
Posons y,, = An,, avec nPvnPV = 1. A l’aide des equations (12), (11) et (4), nous 

(13b) VA(A2tA) = - 2qu.  tA2, 

et une loi de transport pour n,, 
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Posons A 

On voit donc 

A Legros et J Madore 

= e-‘b avec VA(b2tA) = 0, l’equation (13) s’ecrit 

dc - = V U .  c. 
dr 

que l’onde est absorb& dans un temps caractkristique I ] - ’ .  
Calculons maintenant la production d’entropie dQe au passage de l’onde de choc. 

Des raisons techniques nous ont obliges a nous placer dans un cas particulier. Nous 
ferons l’hypothese que, avant le choc, l’espace-temps est stationnaire de vecteur de 
Killing U,: u(,;~) = 0. Donc 

rt 
2T 

[V,S”] = -(U. g)2A2, 

Dans un repere du fluide : S” = (So, O,O, 0). Nous pouvons dans ce repere identifier le flux 
d’entropie So a I’entropie classique S et utiliser la relation thermodynamique classique 

dQ = TdS (15) 
pour un systeme fermh 

L’onde est absorbee par (13) et l’entropie croit par (14). Ceci doit correspondre a 
une perte d’energie de l’onde au profit du fluide. Nous connaissons mal cette knergie et 
le ‘tenseur’ impulsiondnergie de rayonnement de l’onde. Mais nous savons qu’ils 
doivent Ctre nuls avant le choc et dependre du point considere apres le choc. Nous 
connaissons d’apres (14) et (15) la discontinuite de l’tnergie a travers le choc (c’est a dire 
sa valeur dans un repere propre apris le choc) 

Donc en comparant avec (13b) nous pouvons proposer l’expression suivante pour la 
densite d’energie du choc : 

Nous sommes encourages dans ce choix par les formules semblables du cas asymptotique 
et du cas WKB (Isaacson 1968, Choquet 1964,1969). 
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